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Résumé. L'objet de cette communication est de présenter le noyau béta bivarié avec
une structure de corrélation, introduite au niveau de la matrice des fenétres. Ce noyau
associé est congu par une variante de la méthode mode-dispersion et est utilisé pour
l’estimation de densités sur [0,1]%. Des propriétés de I'estimateur sont examinées, en
particulier les biais de bordure, et ensuite comparées a ceux du cas produit. Une étude
par simulation ainsi qu'une application aux données réelles seront présentées, avec une
sélection de la matrice des fenétres optimales effectuée par validation croisée.

Mots-clés. Estimation non-paramétrique, biais de bord, noyau asymétrique.

Abstract. The purpose of this communication is to present the bivariate beta kernel
with correlation structure, which is introduced in the bandwith matrix. This associated
kernel is built with a mode-dispersion principle and is used for density estimation on
[0,1]%. Some properties of the estimator are examined, in particular the boundary bias,
and then compared to the product case. A simulation study and an application will be
provided with optimal bandwith matrix parameters selected by cross validation.
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1 Introduction

Dans cette communication, nous nous intéressons a l’estimation de densités sur
[0,1]%. Les noyaux classiques multivariés (p. ex. normal, Epanechnikov) ne sont pas
adaptés pour estimer de telles densités. En effet, ces estimateurs assignent des poids
en dehors du support de la densité a estimer, causant ainsi des problemes de biais de
bordure. Pour y remédier, Bouezmarni et Rombouts (2010) ont proposé, dans le méme
esprit de Chen (1999, 2000), des estimateurs a noyaux produits pour des supports
partiellement ou totalement bornés ; cependant, la matrice des fenétres est diagonale.

Nous proposons ici un noyau béta bivarié qui possede une structure de corréla-
tion. Pour cela, on choisit une corrélation introduite a partir de deux noyaux béta
univariés et indépendants selon la méthode de Sarmanov (1966) ; voir aussi Lee (1996).



Ce noyau associé est naturellement approprié pour l'estimation non-paramétrique de
données (bornées) sur [0, 1] ayant ou non une structure de corrélation entre les com-
posantes bivariées. C’est pourquoi, dans ce qui suit, nous proposons une définition des
noyaux associés multivariés, incluant les noyaux classiques multivariés. Ensuite, nous
construisons le noyau béta bivarié de Sarmanov et présentons certaines propriétés de
son estimateur. Des simulations et application illustreront ce travail. A chaque fois,
nous observerons les différences avec le noyau béta produit.

2 Noyau béta bivarié avec corrélation

Pour toutd € {2,3,.. .}, on notera par T, (Q le) le support de la densité multivariée
f a estimer. Soit x = (x1,...,x5)7 € T, le point d’estimation et H; = (hi)i j=1,.,a une
matrice des fenétres, symétrique et définie positive. Un noyau associé multivarié K, u, est
défini comme toute densité de probabilité paramétrée par x et H;, de support S, y, et
satisfaisant les conditions suivantes :

x €Sen,, E(Zyn,) =x+A(x,Hy) et Cov(Zym,) = B(x, Hy), (1)

ou Z.u, est un vecteur aléatoire de densité K, u,, A(x, H;) — 0 et B(x, H;) — 0, lorsque
H,; — 0;. En particulier, les noyaux classiques donnés dans Scott (1992) sont des noyaux
associés multivariés. En effet, soit K un noyau classique sur $; C RY, centré en pg = Oet
de matrice de variance-covariance X ; alors, pour tout x € T, = R? et H; une matrice
des fenétres, K,y ,(-) = (1/detHy)K {H;l(x — -)} est un noyau associé multivarié avec
SX/Hd =X - Hde,A(x, Hd) =0et B(X, Hd) = Hdz«](Hd.

De maniére analogue aux cas univariés (voir Kokonendji et Senga Kiéssé (2011)
pour les discrets, Kokonendji et Libengué (2013) pour les continus), un noyau associé
multivarié K, y, est intrinséquement lié a la cible x € T, et a la matrice des fenétres
H, ayant au plus d(d + 1)/2 parametres différents. Par conséquent, on peut construire
un noyau associé multivarié a partir de toute densité de probabilité multivariée Ko
qu’on appelle parfois «type de noyau», dépendant de parametres 0 € © C RI@/72)
de support 5y, et admettant un moment d’ordre 2. Par exemple, partant d'un type de
noyau Ky, on construit un noyau associé multivarié en résolvant un systéme 0 = (x, Hy).
Une solution, si elle existe, O(x, H;) de 0 = (x, H;) conduit au noyau associé multivarié,
noté Koy u,), de support S n,) et vérifiant les mémes caractéristiques données en (1)
avec les notations g u,), Ao(x, Hy) et Bo(x, Hy).

Le noyau béta bivarié avec corrélation est construit a partir de densité du méme
nom. En effet, on considere d’abord deux distributions béta univariées, de densités
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oua; >0,b; >0, B(a; b)) =(a; +b;)/ {T'(a;)I'(b;)} et I'() est la fonction gamma usuelle.
On rappelle que g; a pour moyenne et variance respectivement

a;

_ > aibi
a; + bl'

= Hlab) et O e v b+ 1)

L = 07(a;, by). 3)

De plus, g; est unimodale pour a; > 1 et b; > 1, de mode et dispersion respectivement
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Concernant la notion de dispersion, on peut se rapporter a Jorgensen (1997), Jorgensen
et Kokonendji (2011, 2013). La densité gy de béta bivarié avec corrélation est donnée

par
- ,b - ,b
20(0) = £1(01)2(0) [1 N {01 pi(a 1)} {02 L2 (az 2)} P] 101:(0), ®)

o1(a1, b) 02(az, by)

avec v = (v1,v2)" et 0 := O(ay, by, a2, by, p) € O C R. Le parametre de corrélation p est
celui introduit par Sarmanov (1966) et appartient a l'intervalle

( {01 - [Jl(al,bl)} {Uz - [Jz(ﬁzf by) })_1 ( . {Ul - H1(a1/bl)} {Uz - Hz(azl bz)})_1
— |max , || min

o1(a1, br) 02(a2, b») o1(a1, b) 02(a2, b2)
voir aussi Lee (1996). Le vecteur moyen et la matrice de covariance de g sont respecti-
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On a l'unimodalité de la bivariée g de (5) pour 4; > 1 et b; > 1, qui sont les mémes
conditions qu’en univariées g; de (2). Cependant, le mode M(ay, a5, b1, by, p) = M, de
go n‘admet pas de forme explicite; néanmoins, nous avons vérifié numériquement
qu’il est légerement décalé par rapport au vecteur mode en (4) des marges univariées
My = (Mi(a1,b1), Ma(az, by))'. Pour la matrice de dispersion D, de (5) et avec les D;
données en (4), on considere

D,

_ D, (D1D,)"? p )
(DiD)" p D, .

Ensuite, on construit le noyau béta bivarié avec corrélation ou dit de Sarmanov BSg
par une variante de la méthode mode-dispersion, établie dans le cas unidimension-
nel par Kokonendji et Libengué (2011, 2013) et qui généralise les cas particuliers de
Chen (1999, 2000). Au lieu de M,,, on considére My avec p = 0 pour la construction du
noyau associé issue de (5); le contrecoup de ce choix est compensé dans la réduction
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du biais de l'estimateur ci-dessous. Ainsi, il convient de placer la cible x sur M, et
la matrice des fenétres H, sur D,. En résolvant alors le systéme d’équations a cinq
inconnues (Mo, D,) = (x, Hy), on obtient la reparamétrisation 6 = 0(ay, by, a2, by, p) de go
en

X1 1- X1 X2 1- X2 h12 )
O(x,Hy)) =|— +1, +1,—=+1, +1, , Vx, H,. 6
% Ha) (hn TR A P T > ©
Les expressions p;(a;, b;) et af(ai, b;) de (3) deviennent
~  xi+h; — i+ h)A+hi—x),

Enfin, le noyau béta bivarié de Sarmanov est donné par BSg. n,)(-) = Soun,) () avec
O(x, H,) défini en (6). De (1) et des propriétés de gy en (5), on déduit les caractéristiques
du noyau associé BSg( u,) de la maniere suivante :

(1 = 2x;)h;;
S0 Hy) = [0/1]2, Ag(x,Hy) = (AllAz)T avec A; = m = Ai(xi, i),
h — —
Bo(x, Hy) = (Bij)ij=12 avec By =07(x;, hy) et By = Wﬁl(xl,hn)ﬁz(xz, hx).  (7)

3 Estimateur a noyau béta bivarié de Sarmanov

Supposons Xj, ..., X, une suite de vecteurs aléatoires i.i.d, de densité f inconnue
sur [0,1]%. On rappelle que les composantes X;; des vecteurs X; = (Xi1, Xin)" peuvent

étre indépendantes ou non. L'estimateur a noyau béta bivarié de Sarmanov f, de f est
défini par :

— 1 w—
f@) = = )" BSowm(X), Vx € [0,1F. (8)
i=1
Une premiere propriété de (8) est

E{f(0} = E{f (Zoem)}, 9

ot Lo Hy) €st un vecteur aléatoire de densité BSgin,) = Sown,)- Supposons que f soit
de classe €2([0,1]%). De (7), (9) et des developpements de Taylor de f successivement

autour de E (Zg(x,Hz)) et de x, le biais ponctuel de I'estimateur f, de f est donné par

E{f(Zowm)} - F)
A1f1(X) + Azfz(X) + % {(A% + Bll)fll(x) + 2(A1A2 + Blz)flz(x')
+ (A% + By) far ()] + 013, + 203, + 13y), (10)

Biais{ f,(x)}
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ol f; = df /dx;, fi = 9*f/9x? et fi; = 0*f/dx10x,. L'annulation du terme du gradient de
f dans (10) permet de réduire le biais induit ; voir, p. ex., Chen (1999, 2000), Kokonendji
et Libengué (2011, 2013), Bouezmarni et Rombouts (2010). Si de plus f est bornée sur
[0, 1]2, alors la variance ponctuelle devient

-~ 1 1
Var{f,(x)} = g”BSQ(x,Hz)Hgf(x) + O(n(h11h22 — hfz)rz)’ (11)

our,=r (BSg(x,Hz)) > 0 est le plus grand réel tel que [|BSom,)ll5 < c2(x)(M11hap —h3,)," et
0 < ca(x) £ +o0. Pour déterminer la valeur de r,, nous utiliserons une variante bivarié
de la fonction R de Brown et Chen (1998). _

On mesure la similarité entre I'estimateur f, et la vraie densité f par I'erreur moyenne
quadratique intégrée asymptotique (en anglais «Asymptotic Mean Integrated Squared

Error (AMISE)»). Pour l'estimateur f, donné en (8), on a

AMISE(E) = f 2 ([Alfl(x) + Ar fox) + % {(A% + B11) f11(x) + 2(A1A2 + B1o) f12(x)

[01]
+ (43 + B )|+ B om0 . 12)

Le choix de la matrice des fenétres optimale se fait par validation croisée. Dans le
cas multivarié, le critére de validation croisée par les moindres carrées est une simple
extension du cas univarié; voir Chacén et Duong (2011), Zougab et al. (2012, 2013)
pour des alternatives. A partir de (6), (10), (11) et (12), et en prenant h;, = 0, on obtient
les formules équivalentes du cas bivarié produit, ou sans structure de corrélation,
de Bouezmarni et Rombouts (2010). Nous montrerons numériquement 1’effet de la
structure corrélation dans cette étude.

4 Conclusion

Dans cette communication, nous avons considéré le noyau béta bivarié avec cor-
rélation de Sarmanov (1966). Cette structure de corrélation peut étre remplacée par
d’autres et utilisée pour d’autres familles de noyaux associés continus ou discrets. La
structure de corrélation introduite permet d’atteindre certains endroits de 1'espace étu-
dié que la situation de non corrélation ne 1’autorise pas. Notons que ces noyaux associés
avec structure de corrélation sont mieux adaptés aux données bivariées X; = (X, Xpn)T
ayant une corrélation entre les différentes composantes X;; et Xj,. Cependant, le choix
des fenétres par validation croisée utilisée dans ce travail mériterait d’étre améliorée ou
remplacée, a cause de la faible vitesse de convergence de l'algorithme. Nous signalons
qu’en dimension deux, pour construire un noyau associé non-classique avec corréla-
tion, nous avons besoin d’une loi bivariée a cinq parametres. Plus généralement, pour
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un support T, (Q ]Rd) de f a estimer par noyaux associés non-classiques, on aura besoin
d’au moins d(d + 3)/2 parametres pour une construction appropriée, p. ex. en utilisant
la méthode mode-dispersion.
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