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Résumé. Dans cette communication, nous montrons une méthode non-paramétrique
d’estimation d’une densité qui est mélange de fonctions discrètes et continues, par util-
isation des outils unifiant les analyses discrètes et continues. Nous présentons d’abord
le modèle étudié, ensuite nous définissons le noyau associé mixte correspondant et,
enfin, nous étudions les principales propriétés des estimateurs qui en découlent, en
particulier aux points frontières lors de passage du continu au discret et inversement.
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Abstract. In this communication, we introduce a nonparametric method for esti-
mating a density which is a mixture of discrete and continuous functions, from the tools
unifying discrete and continuous analysis. We first present the studied model, then
we define the mixed corresponding associated kernel and, finally, we study the main
properties of the arising estimators, in particular at frontier points during the passage
of continuous to the discrete and conversely.
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1 Introduction

Nous nous intéressons à l’estimation non-paramétrique de densités gouvernant les
variables aléatoires réelles à support connu T ⊆ R, constitué à la fois des intervalles
et des ensembles discrets deux à deux disjoints. Par exemple, on étudie un processus
(fonction) de suivis d’un malade à p phases et au cours desquelles le patient subit alter-
nativement des soins intensifs avec des prélèvements quasi-instantanés (i.e. continus)
correspondant à une période d’hospitalisation, et des soins externes où les prélèvements
sont périodiques ou séquentiels dans le temps (i.e. discrets). Ce type de fonctions est
généralement un modèle de mélange fini et peut s’écrire de la forme suivante :

f (x) =

p∑
j=1

β j f j(x)1T j(x), (1)
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où les f j sont des fonctions de densité ou masse de probabilité (f.d.m.p.) et les constantes
β j sont les proportions du mélange (supposées connues dans ce travail pour simplifier)
sur chaque composante T j partition de T. Sans perte de généralité, nous noterons TI

et TN les parties constituées respectivement d’intervalles et d’ensembles discrets de
T ⊆ R. On prendra alors

T = TI ∪ TN = [t0, t1] ∪ {t2, t3, ...}. (2)

Cette communication propose une méthode d’estimation non-paramétrique de
fonctions de type (1), avec p = 2 pour simplifier, sur le support T défini en (2) tout
en respectant la structure topologique de ce dernier. La fonction définie en (1) est une
f.d.m.p. dite fonction mixte univariée. La mixité est due ici au fait que la densité f à
estimer est partiellement continue et discrète. Une méthode appropriée pour ce type
d’estimation est celle des noyaux associés puisque ces derniers sont construits dans
l’esprit du strict respect de la nature topologique du support de f ; cependant, nous
devrions rester attentifs aux différents changements de structures de supports. Il faut
noter que la force des noyaux associés pour ce type d’estimation réside dans leur ca-
pacité à dépendre intrinsèquement du point d’estimation x et de la fenêtre de lissage h
interprétée comme paramètre de dispersion et qui joue le même rôle tant dans le cas
discret que continu ; voir, p. ex., Jørgensen (1997) et Jørgensen et Kokonendji (2011,
2013). Enfin, une dernière des raisons est leur flexibilité dans l’utilisation de l’analyse
unifiant le discret et le continu que nous détaillons plus tard. Rappelons que lorsque T
est homogène (i.e. restreint à TI ou à TN), le noyau associé (continu ou discret) est une
f.d.m.p. Kx,h paramétrée par le point d’estimation x et le paramètre de lissage h, sur le
support Sx,h et qui vérifie :

x ∈ Sx,h, E(Zx,h) = x + A(x, h), et Var(Zx,h) = B(x, h), (3)

où A(x, h) et B(x, h) tendent vers 0 lorsque h tend 0 etZx,h est une variable aléatoire de
loi Kx,h.

Pour une suite X1,X2, · · · ,Xn de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) de densité inconnue g sur le support T = TI ou T = TN, l’estimateur
ĝn de g à noyau associé Kx,h est de la forme :

ĝn(x) =
1
n

n∑
i=1

Kx,h(Xi), x ∈ T ⊆ R. (4)

On peut se référer à Chen (1999, 2000), Kokonendji et Zocchi (2010), Kokonendji et Senga
Kiessé (2011) puis Kokonendji et Libengué (2013) pour une présentation détaillée avec
des multiples exemples.

Dans ce qui suit, nous présentons les estimateurs de f.d.m.p. par noyaux associés
mixtes puis nous étudions leurs propriétés tout en mettant un accent particulier sur les
points limites (points frontières situés au passage de TI à TN).
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2 Estimateurs par noyaux associés mixtes

Considérons X1,X2, · · · ,Xn une suite de variables aléatoires i.i.d. de densité mixte in-
connue f définie en (1) et de support T =

⋃p
j=1T j où les T j sont les composantes

homogènes continues ou discrètes deux à deux disjoints de T. L’estimateur f̂ de f est
de la forme

f̂ (x) =

p∑
j=1

β j f̂ j(x)1T j(x), (5)

où les f̂ j sont les estimateurs à noyaux associés définis en (4) pondérés par les poids β j

(connus) sur des composantesT j. En exprimant f̂ j comme dans (4) puis en le remplaçant
dans (5) par son expression obtenue, on déduit l’estimateur à noyau associé mixte
comme suit :

f̂ (x) =

p∑
j=1

β j

n j

n j∑
i=1

K[ j]
x,h(Xi)1T j(x)1T j(Xi), (6)

avec n j le nombre d’obeservations tombant dansT j et K[ j]
x,h(·)1T j(x)1T j(·) le noyau associé

sur T j. De l’expression (6), on déduit le noyau associé mixte par

Kθ(x,h)(·) =

p∑
j=1

K[ j]
x,h(·)1T j(x)1T j(·). (7)

Il est de support Sθ(x,h) =
⋃p

j=1 S
[ j]
x,h, où les S[ j]

x,h sont les supports de K[ j]
x,h(·)1T j(x)1T j(·).

On vérifie facilement que Kθ(x,h)(·) en (7) satisfait les conditions des noyaux associés
données en (3) que l’on peut récrire sous la forme

x ∈ Sθ(x,h), E(Zθ(x,h)) = x + Aθ(x, h), et Var(Zθ(x,h)) = Bθ(x, h), (8)

où Aθ(x, h) =
∑p

j=1 A j(x, h)1T j(x) et Bθ(x, h) =
∑p

j=1 B j(x, h)1T j(x) tendent vers 0 lorsque h
tend 0 etZθ(x,h) est une variable aléatoire de loi Kθ(x,h).

Proposition 2.1 L’estimateur f̂ donné en (6), vérifie pour tout x dans T :

E
{

f̂ (x)
}

= E
{

f (Zθ(x,h))
}
.

La démonstration se déduit de celle des cas discret et continu.

Proposition 2.2 Soit f ∈ C 2(T), la densité mixte à estimer et f̂ son estimateur à noyau associé
mixte en (6). Pour tout x dans T et h = hn > 0, alors

Bias
{

f̂ (x)
}

= Aθ(x, h) f (1)(x) +
1
2

{
A2
θ(x, h) + Bθ(x, h)

}
f (2)(x) + o(h2). (9)

3



Si de plus, f est bornée sur T alors

Var
{

f̂ (x)
}

=
1
n

f (x)
∥∥∥Kθ(x,h)

∥∥∥2

2
+ o

( 1
nhr2

)
, (10)

où r2 = r2

(
Kθ(x,h)

)
> 0 est le plus grand réel tel que

∥∥∥Kθ(x,h)

∥∥∥2

2
=

∫
Sθ(x,h)∩T

K2
θ(x,h)(u)du ≤ c2(x)h−r2

n

et 0 < c2(x) < +∞.

Les quantités f (1) et f (2) dans (9) désignent respectivement les dérivées ou différences
finies de premier et second ordre de f sur T et la quantité

∥∥∥Kθ(x,h)

∥∥∥2

2
dans (10) est

l’intégrale de carré du noyau associé mixte Kθ(x,h)(·). Toutefois, il est fondamental de
connaître les valeurs explicites de f (1), f (2) et

∥∥∥Kθ(x,h)

∥∥∥2

2
plus précisément aux frontières

lors de passage deTI àTN, surtout si l’on veut avoir des informations aussi loin que pos-
sible dans un voisinage fixé de ces types de points. Ainsi, nous proposons l’utilisation
des outils efficaces pour unifier les analyses discrète et continue, et dévéloppés dans
Hilger (1990), Agarwal et Bohner (1999), Bohner et Peterson (2001), et Sanyal (2008).
Ces auteurs ont considéréT comme une échelle de temps (“Time-scale” en anglais). C’est
un sous ensemble fermé de R (muni de sa topologie naturelle) qui est une réunion des
intervalles avec des ensembles discrets comme défini en (2). Deux opérateurs y sont
créés pour unifier l’analyse discrète et continue. On a :

(i) l’opérateur de saut en avant (forward jump operator)

σ : T→ T, x 7→ σ(x) := inf{s ∈ T ; s > x}, ∀x ∈ T ;

(ii) l’opérateur de saut en arrière (backward jump operator)

ρ : T→ T, x 7→ ρ(x) := sup{s ∈ T ; s < x}, ∀x ∈ T.

Pour mieux distinguer les points de bords, nous désignons par point discret d’ordre
k, tout point situé à k-pas symétriques des bords gauche et droit de TN et point discret
d’ordres k1 à droite et k2 à gauche tout point situé à k1-pas et k2-pas respectivement de
bords droit et gauche de TN. La continuité sur T j (i.e. TI ou TN) se traduit par :

∀ε > 0, ∃Vx j : s ∈ Vx j ∩ T j ⇒ | f (s) − f (x j)| < ε,

oùVx j est un voisinage de x j selon la topologie induite sur T j. Les notions usuelles de
dérivées à droite et à gauche pour x ∈ T = TI et celles des différences finies décentrées
à droite et à gauche lorsque x ∈ T = TN sont unifiées dans celles de ∆-dérivée et
∇-dérivée de f , notées f ∆ et f∇, puis définies respectivement par

f ∆(x) =
f {σ(x)} − f (s)
σ(x) − s

= lim
x→s
x>s

f (x) − f (s)
x − s

et f∇(x) =
f
{
ρ(x)

}
− f (s)

ρ(x) − s
= lim

x→s
x<s

f (x) − f (s)
x − s

.
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Par conséquent, le nombre dérivé en x ∈ T = TI et les différences finies du premier
odre en x ∈ T = TN sont unifiées et définies à travers :

f (1)(x) =
1

σ(x) − ρ(x)

[
{σ(x) − x} f ∆(x) +

{
x − ρ(x)

}
f∇(x)

]
, ∀x ∈ T.

Ceci conduit à la formule de Taylor donnée par :

f (x) =

k∑
j

(x − s) j

{σ(x) − ρ(x)} j!

[
{σ(x) − x} f ∆ j

(x) +
{
x − ρ(x)

}
f∇

j
(x)

]
+ o{(x − s)k

}. (11)

Pour les points discrets d’ordres k1 à droite et k2 à gauche, l’expression (11) s’écrit :

f (k1,k2)(x) =
1

σ(x) − ρ(x)

[
{σ(x) − x} f ∆k1 (x) +

{
x − ρ(x)

}
f∇

k2 (x)
]
, ∀(k1, k2) ∈N∗×N∗. (12)

Notons qu’en général f ( j)(·) = f ( j, j)(·) et en particulier pour x ∈ TN =N, on a :

f (2)(x) =


{ f (x + 2) − 2 f (x + 1) + 2 f (x) − 2 f (x − 1) + f (x − 2)}/2 si x ∈Nr {0, 1}
{ f (3) − 2 f (2) + 2 f (1) − f (0)}/2 si x = 1
{ f (2) − 2 f (1) + f (0)}/2 si x = 0.

(13)

Il est important de remarquer que la différence finie d’ordre k d’une fonction f en x ∈ TN

existe si et seulement si x est au minimum discret d’ordre k. De même, une fonction
f est dite de classe C k si et seulement f (k) existe et est continue. Enfin, en utilisant les
notions de ∆-intégrabilité et ∇-intégrabilité, induites respectivement par ∆-mesure et
∇-mesure (lesquelles sont similaires à la mesure de Lebesgue sur TI et la mesure de
dénombrement sur TN), on a la ∆-intégrale de f comme suit∫ b

a
f ∆(t)∆t = f (b) − f (a), si T = TI et

∫ b

a
f (t)∆t =

b∑
t=a

f (t), si T = TN,

avec ∆t la ∆-mesure sur T. On obtient la ∇-intégrale de f gâce aux relations

f ∆(x) = f∇{σ(x)} et f∇(x) = f ∆
{ρ(x)}. (14)

Ainsi, en réunissant ces ingrédients d’unification des analyses discrète et continue de
T, on peut explicitement exprimer les quantités f (1) et f (2) dans (9) ainsi que

∥∥∥Kθ(x,h)

∥∥∥2

2
dans (10). Les preuves des propositions précédentes en découlent.

On obtient à partir de (9) et (10), le risque quadratique moyen intégré et asympto-
tique (“Asymptotic Mean Integrated Squared Error” (AMISE) en anglais) de l’estimateur
(5) de la forme :

AMISE( f̂n,h,K, f ) =

∫
T

([
Aθ(x, h) f (1)(x) +

1
2
{A2

θ(x, h) + Bθ(x, h)} f (2)(x)
]2)

dx +
1
n

∥∥∥Kθ(x,h)

∥∥∥2
2 f (x)dx.

(15)

5



Les études numériques (par simulation et sur des données réelles) démontrent une
efficacité de la procédure de (5) et seront présentées lors de la communication orale.
Pour des supports T du genre (2), nous illustrons des noyaux associés du type bêta
étendu (Chen, 1999 ; Kokonendji et Libengué, 2013) et du type triangulaire discret
(Kokonendji et Zocchi, 2010). Par la suite, nous discutons du cas général où les β j sont
des paramètres inconnus dans (1). Le paramètre de dispersion h est global et commun
à toutes les composantes K[ j]

x,h(·)1T j(x)1T j(·) de Kθ(x,h)(·). Son choix se fait directement
à partir de Kθ(x,h)(·) et indépendament de ceux des fenêtres locales de lissage h j par
validation croisé ou par l’approche bayésienne.
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